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Im "Bode-Diagramm" stellt man das Ubertragungsverhalten eines Systems durch den Betrags-
und den Phasenfrequenzgang dar. Aus der Phase konnen die Phasen- und die Gruppenlaufzeit
abgeleitet werden. Bei einer Reihe von Signalen beschreiben diese beiden GroBen sehr anschau-
lich die vom System hervorgerufene zeitliche Verzogerung. Dies gelingt aber nicht bei allen Sig-
nalen gleich gut, und insbesondere die negative Laufzeit bereitet Verstdndnisprobleme. Anhand
der folgenden Beispiele werden die o.a. Systemgrofen vorgestellt und in ihrem Bezug zur Zeit-
funktion verdeutlicht.

Die Nachrichtentechnik beschreibt die Ubertragung eines Signals von einer Quelle (Sender)
durch einen Kanal zu einer Senke (Empfianger). Der Kanal kann eine Funkstrecke sein, ein
Kabel, ein Verstirker, ein Lautsprecher, letztlich alles, was zwischen Quelle und Senke die
Signaliibertragung ermdglicht. Stehen die Veréinderungen, die das Signal bei der Ubertragung
erfahrt, im Vordergrund, ibernimmt die Systemtheorie: Der Kanal wird zum System, das Sig-
nale aufeinander abbildet. Die signalbeschreibenden Grofen sind Zeitfunktion (x(?), y()) und
zugehoriges Spektrum (X(jw), Y(jw)), die systembeschreibenden GroBen sind Impulsantwort
h(t) und Ubertragungsfunktion H(jw). Die verschiedenen Teilgebiete der Systemtheorie sind
umfangreich, jedoch in der Literatur gut dokumentiert [z.B. 1]. Im Folgenden soll nur ein
kleiner Ausschnitt daraus beleuchtet werden: Die Verzogerung, die ein Signal auf seinem
Weg von der Quelle zur Senke erfahrt.

Im allgemeinen Fall sind Signal- und SystemgroBBen komplexwertig, was durch Unterstrei-
chen dargestellt wird, z.B. x(2) = Re{ x(?)} + j*Im{ x(z)}. Mit Re wird der Realteil bezeichnet,
mit Im der Imaginirteil, j = V-1 ist die imaginére Einheit, in der Mathematik auch i genannt.
Die Beschrinkung auf reelle Zeitfunktionen (z.B. x(?)) stellt zunichst keine Beeintrédchtigung
dar, es muss aber betont werden, dass die zugehorenden Spektralfunktionen trotzdem kom-
plexwertig sein konnen. In Abb. 1 ist ein reeller Rechteckimpuls dargestellt. Der Begriff Puls
sollte hierflir nicht verwendet werden, ein Puls ist ein periodisches Signal. Das rechte Bild
zeigt den gleichen Impuls, aber zeitlich um 2 ms verschoben. Nach rechts verschoben, d.h.
verzogert. Das Leben lehrt, dass Wirkungen nicht vor der Ursache kommen kénnen, dass Sig-
nalabbildungen in der Realitdt deshalb kausal sein miissen. Und sie konnen auch niemals so

Abb. 1: Rechteckimpuls am Eingang (links) und Ausgang (rechts) eines Systems, Laufzeit = 2 ms.
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ideal sein wie in Abb. 1: Eine Forméinderung muss der Impuls zusitzlich zu seiner Verschie-
bung auch erfahren, denn sonst wére das System unendlich breitbandig, was reale Systeme
nicht sein kdnnen. Abb. 2 zeigt hierzu als Beispiel die Impulsabbildung durch ein Tiefpass-
filter: Im linken Bild den Rechteckimpuls als Filter-Eingangssignal, im rechten Bild das zuge-
horige Filter-Ausgangssignal. Wie stark, also um wie viele Millisekunden verzégert der Tief-
pass, wie groB ist die Laufzeit (Verzogerungszeit)? Der Impulsanfang wird wieder um 2 ms
verzogert, aber der Ausgangsimpuls "héngt irgendwie nach rechts", sein Schwerpunkt wird
um mehr als 2 ms verzogert. Aber ist die Schwerpunktverschiebung das richtige Kriterium?
Oder praziser: wie definiert die Systemtheorie die in Systemen auftretende Verzogerung?

*****************************************************************************************
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Abb. 2: Impulsabbildung durch Verzégerung und Bandbegrenzung.

Durchaus so, wie oben angegeben, aber nicht nur. Zunédchst zum einfachen Fall: Sofern das
System nur eine Verzogerung bewirkt (was nur bei idealisierten Systemen moglich ist), kann
die Verzogerung als Koordinatentransformation (Verschiebung, Translation) mit der Laufzeit
7 beschrieben werden: y(¢)=x(¢ —7) . Hier sind x und y formgleich, aber horizontal gegen-
einander verschoben, wie in Abb. 1. Findet zusétzlich eine Formédnderung statt, wird ein
Umweg iiber das Spektrum erforderlich. Zum System-Eingangssignal x(z) gehort das Spek-
trum X(jw), es kann aus x(z) z.B. mittels Fourier-Transformation ermittelt werden. Entspre-
chendes gilt beim Ausgangssignal. Der Quotient aus den beiden Spektren ist die Ubertra-
gungsfunktion H(jw)=Y(jw)/X(jo). Auch bei reellen Signalen ist die Ubertragungsfunk-
tion so gut wie immer komplex, sie kann in einen frequenzabhéngigen Betrag H(w) und eine
frequenzabhingige Phase ¢(w) zerlegt werden. Aus dem spektralen Differential der Phase
ergibt sich — wie spéter noch genauer dargelegt wird — die Gruppenlaufzeit, und auch die ist
frequenzabhingig. Das bedeutet: Treten bei der Impulsiibertragung Formidnderungen auf, ist
zur Beschreibung der Verzogerung ein einziger Zahlenwert nicht mehr ausreichend; vielmehr
muss eine von der Frequenz abhéngige Verzogerungsfunktion angegeben werden.

Man konnte versucht sein, die Frequenzachse als Summe unendlich vieler Frequenzpunkte
aufzufassen, also das Kontinuum Frequenz zu diskretisieren. Mathematisch nicht falsch, aber
fiir die folgenden Uberlegungen nicht ganz ungefihrlich. Weil eine Sinusfunktion (Bandbreite
null) sich in threm Verlauf nicht d&ndern kann. Soll sich z.B. die Amplitude dndern, ist eine
von null verschiedene Bandbreite erforderlich. Als Beispiel betrachten wir einen kosinus-
formig amplitudenmodulierten Kosinuston (Abb. 3). Die blaue Kosinusschwingung dndert
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Abb. 3: Mit Kosinus-Hiillkurve amplitudenmodulierter Kosinuston, rechts das zugehorige Betragsspektrum.

© M. Zollner 2017. WWW.GITEC-FORUM.de


http://WWW.GITEC-FORUM.de

Negative Laufzeit — gibt's die wirklich? 3

thre Amplitude {iber der Zeit, als Hilfslinie ist rot die Hiillkurve eingezeichnet. Aus den zeit-
lichen Abstidnden der Nulldurchgédnge ldsst sich die Periodendauer und als deren Kehrwert die
Frequenz (2 kHz) dieser blauen Kosinusschwingung ermitteln, die im Folgenden "Trdger" ge-
nannt wird. Der Begriff kommt aus der Funktechnik: Diese Schwingung "trigt" die Nachricht
(die Hiillkurve) durch die Luft zur Empfangsantenne. Die Hiillkurve existiert im Signal nicht,
sie ist eine gedachte Linie. Eine Frequenz kann ihr trotzdem zugeordnet werden, im Beispiel
ist das 100 Hz. Die Hiillkurve wird auch Modulation genannt, oder Nutzsignal, oder einfach
nur NF (Niederfrequenz), der Triger heillt manchmal dementsprechend HF (Hochfrequenz).
Formal entsteht dieses Modulationssignal durch Multiplikation des Trigers mit einem durch
Offset verschobenen NF-Signal:

x(t) =[1+0.5cos(wy - )] - cos(wy -1); Amplitudenmodulation = AM
Das Produkt der beiden Winkelfunktionen lésst sich in eine Summe umformen:
x(t) =cos(wy - t) +0.25cos(wp - 1)+ 0.25cos(wg - 1) ; Summenformel

Hierbei steht H jeweils fiir die Hochfrequenz, N fiir die Niederfrequenz, D fiir die Differenz
der beiden Frequenzen und S fiir deren Summe. Das AM-Signal ldsst sich also auf zwei ver-
schiedene Arten erzeugen: Als Produkt dreier Signale (Offset, fy, fu), oder als Summe dreier
anderer Signale (fp, fu, fs). In einem Spektrum (wie z.B. in Abb. 1) wird immer die Summen-
darstellung visualisiert, niemals die Produktdarstellung. Das o.a. AM-Signal soll nun durch
ein System iibertragen werden, in dem die Phasen der Teilschwingungen verdandert werden;
die Amplituden (Betrdge) bleiben unverdndert. Hierbei gibt es einen Spezialfall: wenn nidm-
lich jedes Signal — unabhingig von seiner Frequenz — um dieselbe Zeit 7 verzdgert wird. Die
hierfiir erforderliche Phasenverschiebung kann dann leicht berechnet werden:

x(t)= cos(a) (t— r)) = cos(wt + @); p=—0-T,

Bei einer frequenzunabhéngigen Verzégerung um 7 ist die Phase proportional zur Frequenz.
Abb. 4 zeigt so einen Fall: Die aus Abb. 1 bekannte AM, im rechten Bild um 7 verzdgert. In
dieser Abbildung wurden Triger und Hiillkurve um dieselbe Zeit 7 verzdgert, weshalb die
Form der AM erhalten bleibt — sie wandert nur als Ganzes nach rechts. Doch ist dies ein Son-
derfall, auf einen Freiheitsgrad (ndmlich 7) reduziert. In der o.a. Summenformel gibt es aber
drei Einzelschwingungen, und jede konnte eine eigene, von den anderen unabhéngige Phasen-
anderung erfahren. Setzt man tatséchlich drei verschiedene Phasenverschiebungen an, und
versucht, die Summenformel wieder in die Produktformel zuriickzutransformieren, so gelingt
dies nur, wenn (¢p +¢g)/2 =@y eingehalten wird: die Phasendnderung des Trigers muss
dem Mittelwert der beiden anderen Phasenidnderungen entsprechen. Die Herleitung dieser
Bedingung gelingt sehr leicht mittels der komplexen Signaldarstellung, mehr dazu am Ende.

I I I I I I I
0 5 10 15 20 ms 25 0 5 10 15 20 ms 25

Abb. 4: Mit Kosinus-Hiillkurve amplitudenmodulierter Kosinuston, rechts um 2 ms verzogert.
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Mit dieser Bedingung (Riicktransformierbarkeit) bleiben zwei Freiheitsgrade fiir die Phase:
x(t)=cos(wy -t +py)+0.25cos(wp - t + oy — D) +0.25cos(ws - t + oy + D) ;

Fiir das Phasenspektrum bedeutet dies, dass alle drei Phasen auf einer Geraden liegen miissen.
Diese kann durch den Ursprung gehen, muss aber nicht. Abb. 5 zeigt hierzu zwei Beispiele:
Im linken Bild geht die rote Gerade durch den Ursprung, im rechten Bild nicht. Die beiden
Freiheitsgrade sind: die Phase des Tragers (¢u), und die Abweichung von diesem Wert (+@).

5
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Abb. 5: Phasenspektren. Die Phasen der drei Teilschwingungen liegen jeweils auf einer (roten) Geraden.

Die Riicktransformation der o.a. Summenformel fiihrt mit ¢ und @ auf die Produktformel:
x(t)=[1+0.5 cos(a)N t+ cD) . cos(a)H t+ (DH)

Hier sieht man sehr schon die beiden Freiheitsgrade: Mit ¢y kann die Tragerphase verschoben

werden, mit @ die Hiillkurvenphase — unabhingig voneinander. Diese beiden Verschiebun-

gen (Verzogerungen) sind in Abb. 6 dargestellt. Im linken Bild bleibt die Hiillkurve unver-

andert HK =[1+0.5 cos(a)N 't)] , aber die Tragerphase (¢y) wird verschoben. Im rechten Bild
bleibt die Tragerphase unverindert cos(a)H -t), hier wird die Hiillkurve verzogert.
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Abb. 6: Verschiedene Verzogerungen: Gemeinsame Hiillkurve (links), gemeinsame Trégerphase (rechts).

Die Verzogerung des Tragers wird Phasenlaufzeit 7p genannt, die Verzogerung der Hiillkur-
ve Gruppenlaufzeit 7. Die Phasenlaufzeit ergibt sich zu 7p = — ¢y /oy , die Gruppenlauf-
zeit zu 7 =—d¢/dw, also als negatives spektrales Differential der Phase, bzw. als negative
Steigung™ der in Abb. 5 rot eingezeichneten Geraden. In der Nachrichtentechnik ist die Grup-
penlaufzeit die wichtigere der beiden, denn in der Hiillkurve ist die zu iibertragende Nachricht
codiert — zumindest bei der hier betrachteten Amplitudenmodulation. Diese Hiillkurve muss
keineswegs nur einer Kosinusfunktion folgen. In Abb. 7 sind zwei Signale mit etwas kompli-
zierteren Spektren dargestellt. Im ersten Beispiel besteht die Hiillkurve aus zwei iiberlagerten
Kosinusschwingungen (100 Hz und 200 Hz), im zweiten Beispiel, einem Gaufton, ist das
Spektrum kontinuierlich (siehe [2]). Doch auch bei diesen Signalen lassen sich die o.a. Lauf-
zeiten berechnen, auch diese Signale konnen als AM in der Summen- oder Produktform dar-
gestellt werden.

* Ganz exakt: Die Phase wird nach  differenziert, nicht nach f.
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Abb. 7: Zeitfunktion und Betragsspektrum einer nichtsinusféormigen Amplitudenmodulation. Das Spektrum in
der ersten Bildzeile ist diskret, das in der zweiten Bildzeile ist kontinuierlich.

Die Unterschiede zwischen Phasen- und Gruppenlaufzeit sollen nochmals anhand von Abb. 8
verdeutlicht werden. Die dargestellten Phasenfrequenzginge sind die des iibertragenden Sys-
tems, durch sie wird das Signal von Abb. 3 iibertragen (abgebildet). Im ersten Beispiel a) ist
die Phase frequenzunabhingig, 7 =0, 7p =(3r/4)/(2n -2kHz) =187.5ps ; die Hiillkurve
bleibt unverandert, der Trager wird um 7p verzogert. Im zweiten Beispiel b) erfahrt der Tri-
ger keine Phasenverschiebung (= keine Verzogerung), jedoch wird die Hiillkurve um 1.3 ms
verzogert. Bei dritten Beispiel ¢) geht die rote Gerade durch den Ursprung, Phasen- und Grup-
penlaufzeit sind gleich (187.5 ps). Im vierten Beispiel d) ist die Phasenlaufzeit genau so grof3
wie bei ¢), die Gruppenlaufzeit ist jedoch groBer (steiler verlaufende Gerade) 7 = 750us.
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Abb. 8: Beispiele fiir vier unterschiedliche Phasenfrequenzginge.

Bei allen vier Beispielen aus Abb. 8 liegen die drei Phasen auf einer (roten) Geraden, deshalb
bleibt die Form der Hiillkurve erhalten — sie wird lediglich verschoben. Was passiert, wenn
von dieser Bedingung abgegangen wird, zeigt Abb. 9. Hierbei wird nur die obere Seitenlinie
(2.1 kHz) um -7 phasenverschoben, wodurch die Amplitudenmodulation fast ganz verschwin-
det. Es entsteht sogar eine leichte Frequenzmodulation, die im Bild aber nicht zu erkennen ist.
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Abb. 9: Abbildung der AM (links) durch eine formidndernde Phasenverschiebung.

Abb. 9 macht deutlich, dass die Aussagekraft der Phasen- und Gruppenlaufzeit doch etwas
begrenzt ist. Wenn das zu iibertragende Signal als amplitudenmodulierte Tragerschwingung
darstellbar ist, und wenn auflerdem die Phasenfunktion eine Gerade ist, kann aus der Phasen-
laufzeit auf die Tragerverschiebung geschlossen werden, und aus der Gruppenlaufzeit auf die
Hiillkurvenverschiebung. Die Darstellung als amplitudenmodulierte Trigerschwingung ist im-
mer dann moglich, wenn das Betragsspektrum achsensymmetrisch um die Tragerfrequenz
verlduft, und das Phasenspektrum punktsymmetrisch um die Trégerfrequenz. Bei den Signa-
len in Abb. 7 war das der Fall, bei dem Rechteckimpuls von Abb. 1 nicht. Wie wirken sich bei
ihm Phasenverschiebungen aus? Hier und im Folgenden ist eine Unterscheidung nétig zwi-
schen Phasenverschiebungen, die als Folge von Amplitudenédnderungen (zwangsldufig) auf-
treten, und reinen Phasenverschiebungen (ohne Amplitudenénderung).

Amplitudenénderungen kénnen minimalphasig oder allpasshaltig erfolgen [3]. Bei minimal-
phasigen Filterungen muss sich auch die Phase d@ndern, sobald der Betragsfrequenzgang von
0 dB abweicht. Allpidsse ermdglichen hingegen eine Phasenidnderung, ohne dass sich der
Betrag dndert. Der Rechteckimpuls in Abb. 10 wird minimalphasig tiefpassgefiltert. Zu hohen
Frequenzen hin konvergieren beide Laufzeitfrequenzginge gegen null. Der hochfrequente
Anteil des Rechteckimpulses ist der Knick, und der wird unverzogert iibertragen. Tieffrequent
konvergieren beide Laufzeiten gegen 0.4 ms. Kein offensichtlicher Widerspruch, aber es hét-
ten auch nur 0.3 ms sein konnen — die Verformung des Impulses stellt kein eindeutiges Krite-
rium mehr zur Laufzeitdefinition dar. Und nicht zu vergessen: Der Tiefpass verdndert ja auch
das Betragsspektrum, er schwécht die hochfrequenten Anteile ab, was auch zur Impulsverfor-
mung beitrdgt. Bereits bei diesem Beispiel siecht man: So klar, wie bei AM-Signalen, lassen
sich die beiden Laufzeiten nicht mehr der Zeitfunktion zuordnen.
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Abb. 10: Impuls, Tiefpass 1. Ordnung; Phasenfrequenzgang (1. u.), Gruppen- und Phasenlaufzeit (r. u.).
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werden

gegenphasig wiedergegeben (Phasendrehung auf -m). Deshalb springt die Allpassantwort von

Negative Laufzeit — gibt's die wirklich?
die Unterschiede zu Abb. 10 sind erheblich. Dabei haben sich Phase,

und Phasenlaufzeit lediglich verdoppelt — aber zusétzlich ist die vom Tiefpass ver-

b

0 auf —1, und nicht auf +1 wie beim Rechteckimpuls. Die tiefen Frequenzanteile werden dem-
gegeniiber (als Grenzfall) ohne Phasendrehung abgebildet — deshalb wechselt die Allpassant-

Allpass dreht nur die Phase, und ldsst den Betrag, wie er ist. Abgebildet wird wieder der be-
wort bei 0.25 ms das Vorzeichen.

ursachte Hohenddmpfung weggefallen. Die hohen Frequenzanteile (der Sprung)

kannte Rechteckimpuls

Gruppen-

Nun zu einem Allpass 1. Ordnung (Abb. 11). Der Tiefpass hatte den Betrag veridndert — der
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nung hervorgerufene Impulsverformung. Phase, Gruppen- und Phasen-

laufzeit sind genau doppelt so grof3 wie in Abb. 10.
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Abb. 11: Durch einen Allpass 1. Ord
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erzeugt eine Hohenanhebung, das zweite eine hierzu inverse Hohenabsenkung (Abb. 12). Die
Ubertragungsfunktion des zweiten Systems ist invers (reziprok) zu der des ersten H, =1/H,,
ersten Systems. Bei Kettenschaltung zweier Systeme sind sowohl die Verstirkungsmalle (die
dB-Werte), als auch die Phasen zu addieren; ihre jeweilige Summe ergibt sich fiir jede Fre-
quenz zu null. In der Schaltungstechnik heifit das erste System "Hochpass mit Gegenhalt", das

am Ausgang des zweiten Systems liegt deshalb exakt dasselbe Signal an wie am Eingang des
zweite "Tiefpass mit Gegenhalt" [2].

Nun sollen zwei in Kette geschaltete Systeme untersucht werden, ein Anordnung, die in dhnli-
cher Weise als Pre-/Deemphasis hilft, den Rauschabstand zu verbessern. Das erste System

1kHz 10 kHz 100 Hz 1kHz 10 kHz

100 Hz

Abb. 12: Kettenschaltung zweier Systeme: Hohenanhebung (links), hierzu inverse Héhenabsenkung (rechts).
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Betrags- und Phasenfrequenzgang in Abb. 12 geben keinen Anlass zu Kritik, doch bei den
Gruppenlaufzeitfrequenzgingen (Abb. 13) entsteht die Frage: Negative Laufzeit, gibt's die?
Das wiirde ja bedeuten, dass am Ausgang ein Signal erscheint, noch bevor das Eingangssignal
anliegt! Das wire ein akausales System, bei dem die Wirkung vor der Ursache eintritt?

300 300

us
200

us
200
100 100

O+

Of—+—+——

-100 -100

-200 -200

-300

-300

Abb. 13: Gruppenlaufzeitfrequenzginge der beiden Systeme aus Abb. 12.

Aber wie sonst soll das sein? Das erste System dndert den Betrag des Signals, minimalphasig,
also muss sich die Phase dndern, nach festen Regeln, mit einer Gruppenlaufzeit. Wire die rein
positiv, miisste das zweite System eine rein negative Gruppenlaufzeit haben, damit sich in
summa wieder null ergibt. Doch so unrealistisch ist eine negative Gruppenlaufzeit gar nicht:
hiermit wird ja der eingeschwungene Zustand bezeichnet, und bis der erreicht ist, bleibt
geniligend Zeit, dass das Signal "etwas nach links rutschen kann". In Abb. 14 ist die Filterung
eines Burstsignals (schwarz) dargestellt [3]*. Durch die negative Gruppenlaufzeit rutscht der
Schwerpunkt der Bursts nach links, aber nicht vor den Beginn (0 ms) — auch diese Filterung
ist (trotz negativer Gruppenlaufzeit) kausal.

Abb. 14: Negative Gruppenlaufzeit; Generatorsignal = schwarz, Filterausgang = blau.

Gruppen- und Phasenlaufzeit gehéren zum Standardinstrumentarium der Nachrichtentechnik,
ihre Interpretation ist aber nicht ganz so einfach wie die des Betragsfrequenzganges. Sie sind
als (eigentlich redundante) Ergénzung zum Phasenfrequenzgang aufzufassen, und kénnen die
visuelle Auswertung unterstiitzen. Entsprechende Erfahrung vorausgesetzt.

* Weil bei diesem Beispiel auch der Betrag verindert wird, éndert sich die Kurvenform etwas.
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Anhang: Komplexe Signaldarstellung

In der zweiseitigen Spektraldarstellung hat ein reeller Kosinuston eine positive und eine nega-
tive Frequenz [2]: cos(wt) =0.5- (exp( jor)+exp(—j a)t)). Die Multiplikation zweier Kosinus-
schwingungen (NF und HF) fiihrt zu einer Addition der Exponenten, d.h. zu einer spektralen
Verschiebung (siehe auch Faltung im Frequenzbereich). Reelle Zeitsignale haben ein gerades
Betrags- und ein ungerades Phasen-Spektrum (Zuordnungssatz der Fourier-Transformation),
diese Symmetrieeigenschaften bleiben beim Verschieben (Falten) erhalten. Daraus folgt im
Umkehrschluss: Wenn Signale (wie bei der AM) als Produkt zweier reeller Funktionen dar-
gestellt werden sollen, muss ihr Betragsspektrum achsensymmetrisch (gerade) zu einer Tré-
gerfrequenz sein, und ihre Phasenspektrum punktsymmetrisch (ungerade). Fiir eine ausfiihr-
liche Darstellung wird auf [2] und [4] verwiesen.
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