LOI NORMALE

I) Présentation

Une artiste réalise une ceuvre a I’aide de tiges métalliques. A partir d’un grand nombre de morceaux
mesurant, de manicre aléatoire, de 0 a 1 dm, elle soude bout a bout 12 morceaux pour obtenir une tige. Une
tige mesure donc de 0 & 12 dm.

L’artiste désire utiliser 1500 ou 10000 tiges et, pour cela, elle simule leur longueur sur tableur dans la feuille

de calcul suivante :

A | B C D E F G H [ T pR— {R—— — M N

Morceau 1 | Morceau 2 | Morceau 3 | Morceau 4 | Morceau 5 | Morceau 6 | Morceau 7 | Morceau 8 | Morceau 9 [Morceau 10 {Morceau 11|Morceau 12| L

eur

Tige 1 0.35401274|0.56704262|0,782220740,73482199)0,05628004 | 0,2538151 |0,09822488|0.16579375|0.87926618|0.07442848 | 0.94428594 | 0.21355885 | 5.123751305

Tige 2 0.38995414|0.52517484|0.29960158 | 0,52744657) 0,1609047 | 0,68898174]0,91022953|0,99837091]0.79828172(0.16229686 | 0.93467707 | 0.532554 17 | 6,928473823

Tige 3 0,39578119)0,92022374 | 0.13902656 | 0.69806021|0.66946694 [0,74687129)0.48343753|0.27521792|0,13397536 | 0.16628122 | 0.48684654 | 0.39668185 | 5.511870353

Tige 4 0.43636346)0,13651107[0,59355023 | 0,0640642 |0.47112342(0.54111586)0,48973778|0.144514820,380343780.18560903 | 0.511505250.00358489 | 3.958023791

4o~v~b‘wm—-

Tige 5 0.786339280.585251210.465311590,236425030,81457667)0,03212376| 0.6084712 |0.54981915]0.75453102{0.29803266 |0.51168576|0.53513197 | 6.177699294

La répartition des tiges, dont les longueurs sont regroupées en classe d’amplitude 0,2dm, est donnée ci-
dessous :
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La distribution des effectifs montre une symétrie autour d’une valeur centrale u = 6dm, et plus on s’écarte
de la valeur centrale, plus les effectifs sont faibles.

On obtient la méme configuration avec la distribution des fréquences.

On peut calculer I’écart-type o de cette série statistique.

Plus on réalise un grand nombre de simulations, ou bien
plus on réduit la largeur des classes, plus les sommets des :
batons vont épouser une courbe « en cloche », appelée /+
aussi courbe de GAUSS.

Cette courbe de GAUSS est la représentation graphique de .
la densité de probabilité d’une variable aléatoire suivant |
une loi de probabilité appelée « loi normale » \ ‘ 1

|
.

On retrouve la loi normale dans un trés grand nombre de H—0 |.1 H+0
distributions dans la nature, dans I’industrien en économien

en médecine ou dans les sciences sociales car beaucoup de phénoménes naturels, industriels, économiques,
physiologiques ou sociaux résultent d’un grand nombre de causes de fluctuations indépendantes.

Pour votre culture personnelle et pour un bref historique de la loi normale, vous pouvez lire cette page
internet :

http://xymaths.free.fr/Lycee/TS/Cours-TS/Loi-normale-Generalites-Historique/




IT) Définition

Remarque : La formule de la densité d’une loi normale N (u ; o) est trés
complexe. En pratique, on ne ’utilise pas et on se sert de la calculatrice
pour calculer des probabilités.

IIT) Propriétés

IV) Calcul de probabilités a l'aide de la calculatrice

Lorsque X suit une loi normale d’espérance u et d’écart-type o, pour obtenir la probabilit¢ P(a < X < b):

TI CASIO
Aller dans le menu DISTRIB Aller dans le menu STAT
Puis choisir normalFRép Sélectionner DIST (en appuyant sur F5)
Puis compléter : Sélectionner NORM (en appuyant sur F1)
Lower : on met la valeur de a Puis sélectionner Ncd (en appuyant sur F2)
Upper : la valeur de b Ensuite compléter :
et on donne les valeurs de y et o Data : on choisit variable
Puis appuyer sur entrer Lower : on met la valeur de a
Upper : on met la valeur de b
et on donne les valeurs de u et o
puis appuyer sur exe

Exemple :
Si X sest une variable aléatoire qui suit une loi normale d’espérance u = 100 et d’écart-type 4,1.
Calculer P(81 < X < 103). Arrondira 1073,

Sur TI :
=Yoo T 8 2 = 2 TTIeleTE T
bornsup:103 normalFRep(81,103,100,4.1
o T 0.7678246655.

Ainsi: P(81 < X <103) = 0,768



Remarque 1 :
Pour calculer P(X < b), le probléme c’est qu’on n’a pas de valeur pour a mais
on va se servir de 1’approximation suivante :

P(X<b)~P(—-10° <X <bh)

b

Exemple : "
Si X sest une variable aléatoire qui suit une loi normale d’espérance u = 100 et d’écart-type 4,1.
Calculer P(X < 106). Arrondira 1073,

Sur TI :

bornin: -10799

bornsuUP: 106 e,

H:100 normalFRép( -10%°, 106, 100, 4
c:4.1 0.9283229843

Ainsi P(X < 106) ~ 0,928.

Remarque 2 :
Pour calculer P(X = a), le probléme c’est qu’on n’a pas de valeur pour b mais
on va se servir de ’approximation suivante :

P(X =a) = P(a <X <10%)

Exemple :
Si X sest une variable aléatoire qui suit une loi normale d’espérance u = 100 et d’écart-type 4,1.
Calculer P(X > 98). Arrondir a 1073,

Sur Tl :
bornin:98
bornsurP: 18799 N
H:100 normalFRép(98,10%°,100,4. 1"
c:4.1 0.687155972

Ainsi P(X = 98) ~ 0,687

On pourra également regarder les tutos suivants :
Vidéo n°l

PROBA : Calculer une probabilité pour une loi normale - Tutoriel Tl
Yvan Monka @ 127 kvues *ilya 5 ans

Calculer une probabilité pour une loi normale. Pour TI-82, TI-83, TI-84. & Site officiel :
http://www.maths-et-tiques.fr Twitter : https://twitter.com/mtiques Facebook :

wo [ .. PROBA : Calculer une probabilité pour une loi normale - Tutoriel
Cratiod | CASIO
C‘Asio L] Yvan Monka @ 123 k vues * ily a4 ans

| Calculer une probabilité pour une loi normale. Graph 35, 75, 85, 95, FX-CG20 . & Site officiel :
LOINORMALE - http://www.maths-et-tiques.fr Twitter : https://twitter.com/mtiques Facebook : https://www.facebook...
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https://www.voutube.m/watch?VZqD INt5tkQa4




Remarque 3 :
On aurait pu également se servir des découpages suivants :

p(X <a)=
0,5+ pp <X <a)
Z

 J

p(X >a)=
0,5 —pp <X <a)
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Exemple :

Les températures du mois de juillet autour du lac Léman suivent la loi normale d’espérance 18,2°C et

d’écart-type 3,6°C. Calculer la probabilité que la température un jour de juillet :
a) Soit inférieure a 16°C.
b) Soit comprise entre 20°C et 24,5°C.
c) Soit supérieure a 21°C.

CORRECTION :
a) P(T < 16) = P(T < 16) ~ 0,271

bornin: -10799 i o

bornsup:16 99
e normalFRér( -10%,16,18.2, 3

0:3.6 e 9.2705629992.

b) P(20 < T < 24,5) = 0,268

bornin:20
DTag o RormaIFRER (2654757187573
5:3.6 0.2684784187

.....................................................

¢) P(T >21) = P(T > 21) ~ 0,218

bornin:21
bornsup: 10A99 -------------------------------- .9'9. ------------------
b:18.2 normalFRép(21,10%,18.2,3.

6:3.6 0.2183499461

-----------------------------------------------------

\



V) Les intervalles « un, deux, trois sigmas »

i35

p+ 30

Exemple :

Une entreprise fabrique, en grande quantité, des tiges métalliques. On appelle X la variable aléatoire qui, a

chaque tige prélevée au hasard dans la production, associe sa longueur en millimétres. On suppose que X

suit une loi normale d’espérance 100 et d’écart-type 0. On admet que la probabilité qu’une tige prélevée au

hasard ait une longueur comprise entre 98 et 102 mm est 0,954.

On peut alors déterminer une valeur approchée de o en utilisant la deuxiéme approximation :
Pu—20<X<pu+20)=0954

P(100 — 20 < X < 100 + 20) ~ 0,954

Or d’apres I’énoncé ona : P(98 < X < 102) = 0,954
Donc 100 — 20 =98 et 100 + 20 = 102

Donc 20 = 2

Donco =1

VI) Influence des parameétres

1) Loi normale et espérance

On représente sur la figure trois courbes de fonctions de densité de probabilité correspondant a trois lois
normales d’espérances respectives 2,3 et 7 et d’écart-type 0,5.

[ — - ——p

p=2p=3 p=1
0,8 +

0,6
0,4 +

0,2

L l | | Il Il Il | L
T T I 1 T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9

On constate que les courbes sont identiques. Elles sont juste décalées (rappel : la courbe est symétrique par
rapport a x = ).




2) Loi normale et écart-type

On présente sur la figure trois courbes de fonctions de densité de probabilité correspondant a trois lois
normales d’espérance 4 et d’écarts-types respectifs 0,5 , 1 et 2.

u=2pu=3 u=7
0,8 +
0,6 +
0,4 +

0,2 +

1 2 3 4 5 6 7 8 9

On constate que plus 1’écart-type est important et plus la courbe de la fonction de densité est « évasée »et

plus le maximum est petit. En effet, un écart-type important signifie que la dispersion des données est
importante.

VII) Approximation d'une loi binomiale par une loi normale

P(X =k)

0.12

Sur le graphique ci-contre, on a représent¢ la probabilit¢ P(X = 1
k) en fonction de k € {0; 1; ...; 40} quand X suit la loi 0.08 1
binomiale de parametres n = 40 et p = 0,35. 0.06

On constate qu’il y a une certaine analogie entre la 0.04

représentation graphique de la répartition des probabilités de 0.02 -

cette loi binomiale et la représentation graphique de la densité () At ul !'! : :
de probabilité d’une loi normale.
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